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부분문제 3

T6의 형태는 아래와 같다.

노드 A, B, C, D, E가 덮는 리프 노드의 구간은 [1, 2], [1, 3], [1, 4], [1, 5], [1, 6]이다. 따라서, f(1, i) = 1

이다.

i ≥ 2인 경우, 번호가 i 이상 j 이하인 리프 노드를 덮으려면, 번호가 i 이상 j 이하인 리프 노드들을 모두

선택할 수밖에 없다. 따라서, f(i, j) = j − i+ 1이다.

즉, S(TN ) =
∑N

j=1 1 +
∑N

i=2

∑N
j=i(j − i+ 1) 이다. 이 값은 O(1)에 계산할 수 있다.

부분문제 4

모든 (a, b) 순서쌍에 대해 f(a, b)의 값을 직접 구하려고 한다.

주어진 트리를 깊이 우선 탐색 등의 방법으로 순회하면, 각 노드 u를 선택했을 때 덮이는 리프 노드 번호의

구간 [lu, ru]을 계산해 둘 수 있다.

g(u, a, b)를, “구간 [a, b]가 노드 u의 서브 트리에 포함됨을 알고 있을 때, f(a, b)의 값”이라고 정의하자.

f(a, b)의 값은 g(root, a, b) 함수의 값을 계산하면 구할 수 있다. g의 값을 재귀적으로 계산하여, f(a, b)의

값을 구할 것이다.

• a = lu이고 b = ru라면, 노드 u를 선택하면 구간 [a, b]가 덮이므로, g(u, a, b) = 1이다. 노드 u가 리프

노드였다면, 반드시 여기에 해당한다는 점에 유의하라.

• 노드 u의 왼쪽 자식을 v, 오른쪽 자식을 w라고 하자. lu = lv, rv + 1 = lw, rw = ru 이다.

• 구간 [a, b]가 왼쪽 자식 v의 서브 트리에 포함된다면 (즉 b ≤ rv라면), g(u, a, b) = g(v, a, b)이다.

• 구간 [a, b]가 오른쪽 자식 w의 서브 트리에 포함된다면 (즉 lw ≤ a라면), g(u, a, b) = g(w, a, b)이다.

• 이제 a ≤ rv < lw ≤ b이다. 구간 [a, rv]는 왼쪽 자식 v의 서브 트리에 포함되고, 구간 [lw, b]는 오른쪽

자식 w의 서브 트리에 포함되며, 서로 겹치지 않으므로 독립적으로 계산할 수 있다. 즉, g(u, a, b) =

g(v, a, rv) + g(w, lw, b)이다.
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부분문제 1

위와 같은 g의 정의는, 완전 이진 트리 형태로 표현된 세그먼트 트리에서, 닫힌 구간 [a, b]의 정보를 추출하

기 위해 세그먼트 트리를 순회하는 함수와 그 형태가 유사하다. f(a, b)의 값은 세그먼트 트리에서 구간 [a, b]

에 대한 정보를 계산하기 위해, 값을 가져와야 하는 노드의 최소 개수라고 생각할 수 있다.

해당함수를사용하여 O(log |TN |)시간에 f(a, b)를구할수있다.모든 (a, b)순서쌍에대해 f(a, b)의값을

구한 후 합쳐주면 된다.

부분문제 5

부분문제 4의풀이는모든순서쌍 (a, b)에대해,구간 [a, b]를덮기위해최소한으로선택해야하는노드들을

직접 구한다고 볼 수 있다.

관점을바꿔서,각각의노드에대해,위의절차에서그노드를선택하는순서쌍 (a, b)의개수가몇개인지를

세어보자.

부분 문제 4에서와 같이, 트리 전체를 순회하여, 각 노드 u를 선택했을 때 덮이는 리프 노드 번호의 구간

[lu, ru]을 계산해 두었다고 하자.

노드 u의 부모 노드가 p일 때, 구간 [a, b]를 덮을 때 노드 u가 선택되는 조건은, 아래 두 조건과 같다.

• 노드 u를 선택했을 때 구간 [a, b] 바깥의 리프 노드가 덮이면 안 된다. 즉, a ≤ lu ≤ ru ≤ b여야 한다.

• 노드 p를 선택했을 때, 반드시 구간 [a, b] 바깥의 리프 노드 하나 이상은 덮여야 한다. 만약 그렇지

않다면, u 대신 p를 선택하면 되기 때문이다. 즉, lp < a 이거나 b < rv 여야 한다.

위의 두 조건을 동시에 만족하는 (a, b)의 범위는 직사각형 형태로 나타나며, 그 개수를 O(1) 시간에 구할

수 있다.

모든 노드 u에 대해 위와 같이 (a, b)의 개수를 세어 준 후 합쳐 주면, S(T )를 O(T의 노드 개수) 시간에

계산할 수 있다.

부분문제 6

부분문제 2와 같이 완전 이진 트리가 주어지는 경우 리프 노드 개수가 2N개로 상당히 많으므로, 모든

노드를 순회하는 방식으로는 계산할 수 없다.

T의 루트 노드가 u, u의 왼쪽 자식 노드가 v, 오른쪽 자식 노드가 w라고 하자. f(a, b)의 값을 제시된 대로

부분문제 4에서 제시된 것과 같이 여러 경우를 나누어서 계산해 보자.

S(Tu) =
∑

lu≤a≤b≤ru

f(a, b)

=
∑

lv≤a≤b≤rv

f(a, b) +
∑

lw≤a≤b≤rw

f(a, b) +
∑

lv≤a≤rv<lw≤b≤rw

{f(a, rv) + f(lw, b)} − 1

마지막에 1을빼주는이유는, a = lu, b = ru일때 f(a, b) = 1인케이스를간단하게처리해주기위함이다.∑
lv≤a≤b≤rv

f(a, b)는 v의 서브 트리 내의 모든 (a, b) 순서쌍에 대한 f(a, b)의 합이므로, S(Tv)와 같다.∑
lw≤a≤b≤rw

f(a, b)는 w의 서브 트리 내의 모든 (a, b) 순서쌍에 대한 f(a, b)의 합이므로, S(Tw)와 같다.
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이제
∑

lv≤a≤rv<lw≤b≤rw
{f(a, rv) + f(lw, b)}의 값을 계산하자. f(a, rv)에는 b가 나타나지 않고, f(lw, b)

에는 a가 나타나지 않는다는 점에서 착안하여, 이 식을 전개하면 아래와 같다.

∑
lv≤a≤rv<lw≤b≤rw

{f(a, rv) + f(lw, b)}

=
∑

lv≤a≤rv<lw≤b≤rw

f(a, rv) +
∑

lv≤a≤rv<lw≤b≤rw

f(lw, b)

=(rw − lw + 1)
∑

lv≤a≤rv

f(a, rv) + (rv − lv + 1)
∑

lw≤b≤rw

f(lw, b)

rw − lw + 1는 w의 서브 트리 내의 리프 노드 개수이다. rv − lv + 1는 v의 서브 트리 내의 리프 노드

개수이다. 노드 u의 서브 트리 내의 리프 노드 개수를 cnt[u]라고 정의하자.∑
lv≤a≤rv

f(a, rv)는 v의 서브 트리에 있는 모든 리프 노드 a에 대해, f(a, rv)의 합이다. 이 값을 suffix[v]

라고 정의하자.∑
lw≤b≤rw

f(lw, b)는 w의 서브 트리에 있는 모든 리프 노드 b에 대해, f(lw, b)의 합이다. 이 값을 prefix[w]

라고 정의하자.

이 값들을 관리할 수 있다면, S(Ti) = S(TAi) + S(TBi) + suffix[Ai] × cnt[Bi] + prefix[Bi] × cnt[Ai] − 1

으로 계산할 수 있다.

cnt[0] = 1이고, cnt[i] = cnt[Ai] + cnt[Bi]이다.

prefix[i] = prefix[Ai]+(prefix[Bi]+cnt[Bi]−1)이다.왼쪽서브트리의 f 값들은그대로유지되고,오른쪽

서브 트리의 f 값들은 1 증가하며, 루트 노드의 f 값은 1이기 때문이다.

suffix[i] = (suffix[Ai]+ cnt[Ai]−1)+ suffix[Bi] 이다. 오른쪽 서브 트리의 f 값들은 그대로 유지되고, 왼쪽

서브 트리의 f 값들은 1 증가하며, 루트 노드의 f 값은 1이기 때문이다.

따라서 필요한 모든 값들을 상수 시간에 계산할 수 있으며, 문제를 O(N)에 해결할 수 있다.
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