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“맛집 추천” 문제 풀이
작성자: 윤창기

부분문제 1

부분문제 1은 트리가 직선인 특수한 경우이다. 이 경우, Ri들을 모두 구간으로 생각할 수 있다.

1 ≤ i ≤ N에 대해 Di를 “선택한 모든 구간들이 i 왼쪽으로 넘어가지 않으면서 서로소일 때 (서로 겹치지

않을 때) 가능한 최대 만족도”라고 정의하자. 문제의 답은 D1이 됨을 쉽게 알 수 있다. 모든 Di의 값을 동적

계획법으로 구해보자.

언급한 조건에서 i번 정점은 구간으로 덮지 않거나, 어떤 [i, j] 꼴의 구간을 사용하여 덮어야 한다.

• i번 정점을 구간으로 덮지 않는 경우 얻을 수 있는 최대 만족도는 Di+1이다.

• 어떤 구간 [i, j]를 사용했을 때 g의 만족도를 얻을 수 있다면, 이 구간을 사용했을 때 가능한 최대의

만족도는 Dj+1 + g이다.

이 경우를 모두 고려하면 O(M +N) 시간에 문제를 해결할 수 있다.

부분문제 2

부분문제 2는 맛집의 개수 M이 20 이하로 매우 작은 경우이다. 따라서 가능한 모든 맛집의 집합을 탐색

하면서 문제의 조건을 만족하는지 판별하는 방법으로 문제를 해결하기에 충분하다.

선택된 맛집들에 대해, 너비 우선 탐색 등을 이용하여 거리가 di인 점들을 모두 구할 수 있다. 이 중 겹치는

점이 있는지 판단하는 방법으로 O((N +M)2M ) 시간에 문제를 해결할 수 있다.

혹은, 두 맛집 i 6= j가 동시에 선택되지 못할 조건을 d(i, j) ≤ di + dj로 나타낼 수 있으므로, 모든 맛집

에 대해 d(i, j)를 O(MN) 또는 O((M2 +N) logN) 시간에 구하는 방법으로 O(N logN +M22M ) 시간에

문제를 해결할 수도 있다.

부분문제 3

부분문제 3은 M,N ≤ 2 000인 경우이다. 따라서 O(MN) 시간에 문제를 해결하면 충분하다.

임의로 1번 정점을 루트로 잡고, 부분문제 1의 관찰을 일반화하여 Dv를 “v를 루트로 하는 서브트리에서,

선택한 모든 Ri들이 v 의 서브트리에 포함되며 서로소일 때 가능한 최대 만족도”로 정의해보자. 문제의 답이

D1임을 확인할 수 있다. 마찬가지로 경우를 분할하여 생각해보면

• v가 어떤 Ri들로도 덮이지 않는 경우, 가능한 최대 만족도는 v의 모든 자식 u에 대해 Du의 합이다.

• v가 Ri로 덮이는 경우, Ri 는 v 를 포함하면서 v 의 서브트리 밖을 나가면 안 된다. v 의 서브트리에서

Ri 를 지우면, 이 서브트리가 여러 개로 분할되며, 각 서브트리 조각의 루트는 d(ci, x) = di + 1을

만족하는 x이다. 가능한 최대 만족도는 v의 서브트리에 속한 점들 중 d(ci, x) = di +1을 만족하는 x에

대해 Dx를 합한 값이다.

이 때 v가 Ri로 덮이면서, v 의 서브트리 밖이 Ri 로 덮이지 않으려면, v 는 Ri가 덮는 점들 중 가장 루

트에 가까워야 한다. 따라서 각 Ri를 고려하는 시점은 v가 ci의 di번째 조상일 때로 유일하며, 이는 DFS나

자료구조를 활용하여 빠른 시간 안에 구할 수 있다.
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d(ci, x) = di + 1을 만족하는 정점의 개수가 O(N)개이므로, 전체 시간복잡도 O(MN)에 문제를 해결할

수 있다.

부분문제 4

부분문제 4는 N ≤ 2 000인 경우이다. (ci, di) = (cj , dj)인 두 맛집 i, j가 있다면, 둘 중 만족도가 큰 것만

고려해도 관계가 없다.

R(c, t)를 d(c, x) = t를만족하는정점 x의개수라고하자.부분문제 3의동적계획법을채우기위해필요한

시간복잡도는 O(N +M +
∑

iR(ci, di + 1))임을 알 수 있다.

이 때,
∑N−1

d=1 R(c, d) = N − 1이고 (ci, di + 1)이 모두 다르므로,

∑
i

R(ci, di + 1) ≤
N∑
c=1

N−1∑
d=1

R(c, d) =
N∑
c=1

(N − 1) = N(N − 1)

의 부등식이 성립한다. 따라서 전체 시간 O(N2 +M)에 문제를 해결할 수 있다.

부분문제 5

부분문제 5는 도시가 완전 이진 트리 모양인 경우이다. 역시 부분문제 3의 동적 계획법을 개선하여 문제를

해결할 수 있다.

어떤 정점 z의 부모를 p(z)로 쓰자. d(c, x) = d + 1을 만족하는 점 x 들은 다음의 겹치지 않는 조건들 중

하나를 만족한다. v는 R(c, d)가 덮는 가장 루트에 가까운 점이므로, d(c, v) = d임에 주목하자.

• c의 서브트리에 속하고, 깊이가 (depc: c의 깊이)+d+ 1이다.

• p(c)의 (c와는 다른) 서브트리에 속하고, 깊이가 depp(c) + d이다.
...

• pj(c)의 (pj−1(c)와는 다른) 서브트리에 속하고, 깊이가 deppj(c) + d+ 1− j이다.
...

• v = pd(c)의 (pd−1(c)와는 다른) 서브트리에 속하고, 깊이가 depv + 1이다.

• p(v)이다. Dv를 구하는 데는 기여하지 않으므로 무시해도 좋다.

따라서, F (v, d)를 v의 서브트리 중 v와의 거리가 d인 정점 x에 대한 Dx의 합으로 정의하면, 위의 각 경우에

해당하는 Dx의 합을 F (v, d)들을 이용해 나타낼 수 있다.

• c의 서브트리에 속하고, 깊이가 depc + d+ 1이다.

→ F (c, d+ 1)

• pj(c)의 (pj−1(c)와는 다른) 서브트리에 속하고, 깊이가 depc + d+ 1− j이다. (1 ≤ j ≤ k)
→ F (pj(c), d+ 1− j)− F (pj−1(c), d+ 1− j)

따라서 F (v, d)를 빠른 시간 안에 관리할 수 있으면 문제를 해결할 수 있다. 이 부분문제의 경우 d ≤ logN

이므로, 매번 O(logN)의 F (·, ·)값만 사용하거나 수정하여 동적계획법을 수행할 수 있다. 따라서 시간복잡도

O(M logN)에 문제를 해결할 수 있다.
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부분문제 6

부분문제 6은 트리에 차수 3 이상인 정점이 하나뿐인 경우이다. 일반성을 잃지 않고 그 정점을 1번 점이라

두자. 1번 점을 루트로 하는 트리를 생각했을 때, 트리의 특성에 의해 루트에 연결된 모든 서브트리가 직선

모양이 되는 것을 알 수 있다. 직선 e에 속한 정점들을 루트에서부터 가까운 순서로 e(1), e(2), · · ·라고 쓰자.

따라서 부분문제 1의 간단한 동적 계획법을 각 직선에 적용하여 F (1, d) =
∑

eDe(d)를 선형 시간에 구할

수 있다. D1을 구하기 위해, 1번 정점을 Ri로 덮는 상황을 생각해 보자. b = d(ci, 1)이라고 두면, Ri는 ci가

속한 직선 e에서는 e(di+ b)까지, 다른 직선 e′에서는 e′(di− b)까지를 덮는다. 따라서 얻을 수 있는 만족도의

최댓값은 아래와 같은 식으로 나타난다.∑
e′ 6=e

De′(di−b+1) +De(di+b+1) + gi = F (1, di − b+ 1)−De(di−b+1) +De(di+b+1) + gi

따라서, 시간복잡도 O(M +N)에 문제를 해결할 수 있다.

부분문제 7

부분문제 5의 풀이는 일반적인 경우 d가 N − 1까지 커질 수 있으므로 적용하기에 어려움이 있다. 이를

최적화하기 위해 트리의 센트로이드 분할 (Centroid decomposition)을 생각하자.

정점 c가 트리 T의 센트로이드(centroid)라는 것은, c를 루트로 했을 때 가장 큰 서브트리의 크기가 전체

정점의 절반을 넘지 않는다는 것을 말한다. 한 트리에서 센트로이드는 1개 또는 2개 존재하며, 선형 시간에

찾을 수 있다. 반복적으로 서브트리의 센트로이드를 찾아서 트리를 분할하는 과정을 센트로이드 분할이라고

하며, 센트로이드의 정의상 총 O(N logN) 시간에 수행할 수 있다.

편의상 센트로이드 분할 과정을 트리 형태의 도식으로 나타낼 수도 있다. 즉, 전체 트리에서 센트로이드 c

를기준으로트리를분할하고,한서브트리의센트로이드 d를기준으로서브트리를분할하고,다시 e를 . . . 와

같은 방식으로 센트로이드 분할이 이루어졌다면 c가 d의 부모, d가 e의 부모, · · ·가 되도록 트리를 구성하는
방식이다. 이렇게 만든 도식을 ‘센트로이드 트리’ T ∗라고 부르자. T ∗는 항상 깊이가 O(logN)인 좋은 성질을

갖는다. 이후, 부분문제 5의 관찰과 유사한 흐름으로 전체 문제를 해결할 수 있다.

T ∗에서 어떤 정점 z의 부모를 π(z)로 쓰자. d(c, x) = d+1을 만족하는 점 x는 다음의 겹치지 않는 조건들

중 하나를 만족한다.

• c의 서브트리에 속하고, d(c, x) = d+ 1이다.

• T ∗에서 π(c)의 (c와는 다른) 서브트리에 속하고, d(π(c), x) + d(π(c), c) = d+ 1이다.
...

• πj(c)의 (πj−1(c)와는 다른) 서브트리에 속하고, d(πj(c), x) + d(πj(c), c) = d+ 1이다.
...

• T ∗의 루트 (센트로이드) r = πk(c)의 (πk−1(c)와는 다른) 서브트리에 속하고, d(r, x) + d(r, c) = d+ 1

이다.

항상 k ≤ logN임에주목하자.이번에도 F (v, d)와비슷한값을정의하여각경우를닫힌꼴로나타낼것이다.

F ∗(v, d)를 T ∗에서 v의 서브트리 중 v와의 거리가 d인 정점 x에 대한 Dx의 합, G∗(v, d)를 T ∗에서 π(v)의 v

가 속한 서브트리 중 π(v)와의 거리가 d인 정점 x에 대한 Dx의 합이라고 두면,
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• c의 서브트리에 속하고, d(c, x) = d+ 1이다.

→ F ∗(c, d+ 1)

• πj(c)의 (πj−1(c)와는 다른) 서브트리에 속하고, d(πj(c), x) + d(πj(c), c) = d+ 1이다. (1 ≤ j ≤ k)
→ F ∗(πj(c), d+ 1− d(πj(c), c))−G∗(πj−1(c), d+ 1− d(πj(c), c))

따라서 F ∗(v, d), G∗(v, d)의 값만 빠른 시간 안에 관리할 수 있다면 문제를 해결할 수 있다. 이 때, 센트로

이드 분할 과정을 생각해보면 F ∗(v, d) > 0 혹은 G∗(v, d) > 0인 (v, d)의 개수가 많아야 O(N logN)개이다.

따라서 F ∗(v, ·), G∗(v, ·)를 배열로 관리하면 전체 문제를 O((N +M) logN)에 해결할 수 있다.
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